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[ 摘要 ]   工业机器人由于高柔性、高自动化以及低成本的优势，广泛应用于制造装配领域。然而，较低的刚度对机器

人的加工精度与质量产生较大的影响。在关节极限约束下建立奇异性性能测量模型，并基于机器人静刚度模型提出

一种机器人综合刚度性能评估方法，最终提出一种基于冗余自由度的 6 轴串联机器人姿态离线优化方法，在尽量远

离关节极限姿态与奇异姿态的条件下，得到机器人最优刚度加工姿态。试验验证表明，这种姿态优化方法可以有效

提升机器人的运动性能与加工质量。
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了各关节柔度系数的获取；Tyapin 等 [6]

也提出了一种高效、强鲁棒性的 6 轴

机器人关节刚度辨识方法。

6 轴工业机器人存在一个冗余

自由度，机器人执行钻铆任务过程中

每一个加工位置理论上都存在无限

个可达姿态，Zargarbashi 等 [7] 的研究

表明，冗余自由度机器人的一系列可

达姿态中必然存在一个刚度最优姿

态。最大程度上利用这个冗余自由

度优化关节姿态来保障与提高钻铆

加工质量是本文要解决的核心问题。

本文以 KUKA KR500 机器人为

例，首先建立了运动学模型，并分析

了机器人结构的灵巧性，提出一个

运动学性能指标以实现机器人运动

的奇异性位姿与关节极限位姿避免；

其次，在传统刚度映射模型的基础

上，建立机器人静刚度模型并辨识关

节刚度，提出基于刚度椭球的钻铆加

工轴向刚度评价指标；又提出一种
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工业机器人由于高柔性、高自动

化、低成本以及良好的人机协同的优

势越来越多地运用到工业制造领域。

由于 6 轴串联机器人的连杆结构固有

属性导致机器人绝对定位精度与刚度

较低，较大地限制了工业机器人在高

精制造装配领域的推广与应用 [1-3]。

工业机器人的弱刚性结构一方

面会降低定位精度，另一方面也会对

加工质量与稳定性产生不利影响。

机器人的末端的笛卡尔刚度由机器

人关节刚度、机器人姿态以及末端执

行器的刚度决定，假设末端执行器的

刚度和机器人关节刚度对一台机器

人是定值，机器人姿态对机器人刚度

性能起到决定性作用。Chen 等 [4] 研

究了关节空间与笛卡尔空间的刚度

矩阵，并指出末端刚度与机器人的姿

态直接相关；在此基础上 Dumas 等 [5]

研究了机器人运动学特性并提出了

6 轴串联机器人关节辨识方法，实现
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在保证运动灵巧性基础上优化加工

轴向刚度的机器人姿态综合优化方

法；最后通过加工试验优化前后加工

质量对比，验证优化方法的有效性。

机器人运动学性能分析

按照 Denavit-Hartenberg 方法建

立 KUKA KR500 机器人的运动学模

型 [8]，如图 1 所示，并确定连杆参数，

如 表 1 所 示。 表 1 中，αi-1 为 连 杆

i-1 的扭角；di 表示两连杆间的偏置；

θi 表示两连杆间的关节角；li-1 为连

杆 i-1 的长度；Min 表示关节转角最

小值，Max 表示关节转角最大值。

1  机器人灵巧性分析

KUKA 机器人是 6 自由度机器

人，雅克比矩阵用来表示机器人笛卡

尔空间的操作速度与关速度矢量的

线性转换关系，速度反解可以表达

为： 

             q = J -1 （q）X�             （1）

其中，J 表示雅克比矩阵，q 表示机

器人关节速度矢量，X 表示笛卡尔空

间内的操作速度。

在某些特殊形位雅克比行列式

为 0，这些形位即称为奇异形位，通

常分为两类：

（1）机器人工作空间边界奇异；

（2）工作空间内的奇异位姿，两

个或多个关节轴线位置重合。

由于近奇异形位雅克比矩阵的

病态分布，逆矩阵误差较大，导致机

器人运动输入与输出的传递关系失

真，所以从机器人操作与精确控制角

度出发不仅要避免奇异位姿，更要尽

可能地远离奇异位姿。常见的对失

真程度评估指标即灵巧性指标包括

可操作度与雅克比条件数。

可操作度综合评估机器人各向

运动能力，是实现控制器设计、任务

规划以及奇异位姿快速复原的有效

手段 [9]。由于更小的计算量与更直

观的辨识奇异位姿，选择可操作度作

为奇异位姿远离程度的量化手段，可

操作度 ω 的定义如下：

      ω =
√

det
(
JJT
)

�   （2）

2  机器人运动关节极限指标

为实现机器人关节极限姿态的

避免，需要同时保证各关节远离各自

极限位置，提出通过尽可能使关节转

角接近关节转角范围中间位置的关

节极限远离的量化指标，如式（3）、

（4）所示：

H (θ) =
n∑

i=1

((
θi − αi

θimax − αi

)2
+

(
θi − αi

θimin − αi

)2)

� （3）

       αi =
1
2 (θimax + θimin) �   （4）

其中，θimax 表示第 i 个关节转角最大

值，θimin 表示第 i 个关节转角最小值，

θi 表示第 i 个关节转角当前值。

3  机器人运动性能评估指标

奇异位姿避免指标的值≥ 0，当

值为 0 的时候机器人处于奇异位姿；

然而，关节极限避免指标当机器人某

个关节处于中间位置的时候，该关节

的关节极限指标为 0，当处于关节极

限位置的时候关节转角极限避免指

标为大于 0 的有限正数。两个指标

是不可比较的，所以根据同时可以实

现奇异位姿和关节极限位姿的原则

转换两个指标表述并得到机器人运

动性能综合评估指标 [10]：

  Rsin =
1√

det (JJT)
× 1011

  �   （5）

Rjnt =
n∑

i=1

((
θimax − θimin

θi − θimax

)2
+

(
θimax − θimin

θi − θimin

)2)
 

� （6）

  Rcomb = k1Rsin + k2Rjnt     �   （7）

其中，Rsin、Rjnt 与 Rcomb 分别为转换后

的奇异位姿避免指标、关节极限位姿

表1  KUKA KR500的连杆参数

序号 αi-1/（°） di /mm θi /（°） L i-1 /mm Min/（°） Max/（°）

1 180 -1045 0 0 -185 185

2 90 0 -90 500 -146 0

3 0 0 180 1300 -119 155

4 -90 -1025 0 55 -350 350

5 90 0 0 0 -125 125

6 90 290 0 0 -350 350

图1  KUKA KR500运动学模型（单位：mm）

Fig.1  Kinematic model of KUKA KR500
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避免指标以及机器人运动性能综合

评估指标，R sin 中乘以 1011 是为了保

证与 R jnt 数量级的一致性。k1 与 k2

为两个指标的权重，Huo 等 [11] 的研

究指出，奇异位姿避免指标的权重应

该高于关节极限避免指标的权重，取

k1=0.6，k2=0.4。当机器人位姿接近

或者达到奇异位姿或者关节极限位

姿时，R comb 的值趋向无穷大，从而实

现机器人运动性能的评估与预测。

机器人刚度性能的评价方法

影响机器人刚度性能的因素主

要有以下 3 点：（1）本体材料与机械

结构；（2）驱动与传动结构；（3）机器

人的姿态。对于一台已知型号的机

器人，只有机器人运动姿态可以调整

从而实现本体刚度性能优化。这里

提出 3 个假设：（1）末端执行器被看

作是刚体，即所有的误差都是由于机

器人本体的刚性导致的；（2）末端受

力引起的弹性误差，造成机器人位姿

的变化；（3）在加工过程中机器人结

构保持稳定。

1  机器人刚度模型

通 过 传 统 全 等 变 换，Chen 和

Kao 提出了关节空间与笛卡尔空间

的刚度变换关系：

  K = J-T（Kθ-Kc）J -1  �       （8）

Kθ = diag（kθ1，kθ2，kθ3，kθ4，kθ5，kθ6）

� （9）

其中，J 为雅克比矩阵，Kθ 为各关节

的刚度矩阵，Kc 为补偿刚度矩阵，根

据 Alici 等 [12] 的研究，补偿刚度矩阵

对 K 的影响是微不足道的，所以式

（9）可以简化为：

          K = J-TKθJ -1�        （10）

式（10）被 称 为 传 统 静 刚 度 矩

阵，其中雅克比矩阵随着机器人姿态

的改变而变化，所以机器人的姿态对

于机器人在笛卡尔空间下的刚度性

能有决定性的影响。

2  机器人刚度性能指标

刚 度 矩 阵 K 是 一 个 6×6 的 矩

阵，将刚度矩阵分为 4 个组成部分，

表述如下：

     

(
f
m

)
=

(
Kfd Kfδ

Kmd Kmδ

) (
d
δ

)
�（11）

其中，K fd 是力 - 位移刚度矩阵；K fδ

是力 - 旋转刚度矩阵；Kmd 是力矩 -

位移刚度矩阵；K fδ 是力矩 - 旋转刚

度矩阵； f 是末端受力矢量；m 是末

端力矩矢量；d 是末端移动变形；δ
是末端转动变形。

在加工过程中扭矩对末端执行

器位姿的偏移影响较小，这里主要考

虑力矢量与线位移之间的映射关联

关系：f=Kfd d。假设力矢量为一个单

位力：

         ‖f‖2 = f T f = 1 �     （12）

          dT K T
fd K

d
fd

  = 1�          （13）

公 式（12）、（13）描 述 了 一 个

随着机器人的位姿变化的椭球，即

刚度椭球，如图 2、3 所示，KT
fd K fd

 的

特征向量是椭球的 3 个坐标轴，椭

球 的 3 个 半 周 长 即 矩 阵 KT
fd K fd 的

奇 异 值 分 别 定 义 为 λ1，λ2，λ3，有

λ1>λ2>λ3>0，作为最小奇异值的 λ3

表示了机器人在当下位姿的最小刚

度，其矢量方向为刚度最小方向，受

力最容易发生变形，可以作为在该姿

态下的加工空间内的刚度性能指标，

当处于奇异位姿的时候最小轴的长

度为 0，红色椭圆面为产品加工平面

在椭球内的截面，λt1 与 λt2 为椭圆

面的长短轴，λd 为椭圆面的法线矢

量 [13-14]。

考虑到各向刚度性能与某一姿

态下的综合刚度性能直接相关，可以

认为全向刚度综合性能指标与椭球

的体积 V 正相关。

V = 4
3 πλ1λ2λ3 =

4
3 π det

(
KT

fdKfd

)
�（14）

为了满足与刚度具有相同的数

量级以及单位（mm/N）的条件，全向

刚度综合性能指标 ka 可以表示为：

       ka =
6

√
det
(
KT

fdKfd

)
 �  （15）

机器人姿态优化方法

由于 6 轴串联机器人具备一个

冗余自由度，理论上对每一个加工目

标位置绕加工方向旋转都可以获得

一系列可达位姿，如图 4 所示。因此

为了优化机器人的运动学性能与刚

度性能，机器人的姿态优化问题可以

看作是一个冗余分解问题。

本文中通过数学优化方法在关

节位移空间内对机器人姿态实现冗

余分解与优化，初始的机器人工作

目标点位姿由离线编程软件从产品

工艺数模提取来提供，包括目标点

位置 P 与方向矢量 N，如图 4 所示，

末端可以在刀具中心点（Tool Central 

Point）绕加工轴 X 轴方向，位姿改变

的同时不影响加工位置与方向。通

过评估一系列加工位姿最终获得同

时实现关节极限位姿与奇异位姿避

免并最大化机器人刚度性能的最优

或较优加工姿态，优化方法步骤如

下：

（1）在离线编程软件里筛选并

采 集 目 标 点 的 初 始 位 姿 信 息 N 与

产品加工面

λd

λ1

λ2

λ3

λt1

λt2

图2  刚度性能椭球

Fig.2  Stiffness performance ellipsoid

末端执行器 λ2

λ3

λ1

图3  末端执行器TCP位置的刚度椭球

Fig.3  Stiffness ellipsoid in the TCP 

of end effector
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P，并通过机器人运动学逆解算法计

算出机器人的各初始关节转角 [15]，

p0 = [θ1, θ2, θ3, θ4, θ5, θ6]
TT，根据关节姿

态计算初始关节刚度性能指标值 k0；

（2）定义 θ=i×Δθ，Δθ 作为样

本选择步长，绕加工轴向旋转一个角

度 θ 产生一个新的机器人姿态，通

过逆解算法获取一组新姿态的关节

转角 p'；
（3）通过计算运动学性能指标

分析新姿态是否满足姿态可达性与

运动柔顺性，如果不能满足，过滤掉

该姿态，评估下一个姿态的运动学性

能，如果满足，计算该姿态下的刚度

性能指标 ki 并与初始刚度性能指标

对比，保留刚度性能较大位姿作为新

的 k0；

（4）重复执行第 2 步与第 3 步，

最终获得在满足运动学条件下的刚

度性能最优加工位姿，工作流程如图

5 所示。

试验验证

为验证机器人姿态优化方法的

有效性，对 3 个加工位置在加工环境

下的机器人姿态进行优化验证。

试 验 平 台 主 要 由 一 台 KUKA 

KR500 机器人、一台多功能末端执

行器、一组导轨、一座工装组成，一台

ATI Mini45 的 6 维力传感器安装在

工件后用于测量末端执行器受到的

力与力矩，通过在末端执行器上安装

3 个靶标，使用激光跟踪仪测量加工

过程中末端位姿的变化，如图 6、7 所

示。

结合笛卡尔刚度模型与 Claire 

Dumas 与 Stephane Caro 提出的试验

方法辨识得到机器人的关节刚度，结

合刚度性能评价方法得到刚度性能

指标的表达。y1

x1（x2）

θ

θ

y2

z1

z2

加工方向

图4  基于冗余自由度的可选末端TCP结构

Fig.4  Candidate TCP frames based on 

redundant DOF

开始

提取加工位置与姿态信息

设置初始位置 P 与姿态 N
设 i=1，Δθ=10°，θ=iΔθ，k=k0

绕加工轴旋转 +θ 绕加工轴旋转 -θ

i = i+1 i = i+1No No

NoNo

No No

Yes Yes

YesYes

Yes Yes

是否满足
关节极限位姿与奇

异位姿避免

是否满足
关节极限位姿与奇

异位姿避免

计算刚度性能指标 ki

k=max{ki，k} k=max{ki，k}

计算刚度性能指标 ki

ifθ<180° ifθ<180°

获得正向旋转
最优刚度 k

获得逆向旋转
最优刚度 k

比较获得最优刚度性能 k
并得到最优机器人姿态

结束
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图5  姿态优化流程

Fig.5  Configuration optimization procedure

图6  试验系统构成

Fig.6  Consist of experimental system 
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3 个加工位置的初始机器人姿

态如图 8 所示，通过机器人姿态优化

方法优化结果如图 9 所示，假设以

10°为转角步长，3 个位置的加工姿

态分别绕末端执行器加工轴线方向

旋转 -30°、-40°、-30°，得到优化姿

态优化。理论上越小的转角步长可

以得到更精确的优化结果。

优化前后的机器人姿态与刚度

性能如表 2 所示（θ1 到 θ6 表示机器

人 6 个关节转角，ka 表示综合刚性能

指标），优化后的机器人刚度性能大

幅提高。分别使用 3 个加工位置优

化前后的机器人姿态执行制孔及锪

窝任务，评估机器人优化前后姿态的

制孔质量，更好的刚度性能理论上可

以获得更好加工质量与加工稳定性。

机器人加工姿态优化前后制孔

结果如图 10 所示，可以看出结构优

化后的锪窝面的表面更光洁，孔边缘

的毛刺高度也低于优化前，同时连续

锪窝表面具有良好的一致性，即机器

人刚度得到优化后加工效果得到明

显提升。

结论

（1）耦合可操作度与关节极限

判别方法提出一种机器人综合运动

学性能指标，在满足尽可能远离关节

极限位姿的条件下保证机器人运动

的灵巧性。

（2）基于机器人传统静刚度模

型，选取刚度椭球体积作为全向刚度

综合性能指标，并通过机器人加工试

验结果验证指标的可靠性。

（3）在运动学性能指标约束下

建立一种机器人姿态优化方法，使机

器人工作姿态在远离关节极限位姿

和奇异位姿的情况下刚度达到最佳，

试验结果证明该优化方法的有效性。

图7  靶标安装位置

Fig.7  Displacement of target spheres

M1 M2
M3

图8  3个位置优化前姿态

Fig.8  Configurations of three position before optimizing

图9  3个位置的优化姿态

Fig.9  Optimal configurations of three position 

表2  姿态优化前后的关节转角

加工位置 θ1 /（°） θ2 /（°） θ3 /（°）θ4 /（°）θ5 /（°） θ6 /（°） ka/（×104mm·N-1）

优
化
前

位置 1 7.550 -72.581 85.716 0.134 77.857 7.521 2.75

位置 2 -1.033 -73.413 85.926 -0.018 78.486 -1.030 2.49

位置 3 -6.858 -72.692 85.984 -0.122 77.702 -6.831 2.72

优
化
后

位置 1 -4.573 -71.482 92.984 40.983 77.252 -16.805 4.73

位置 2 -10.406 -71.341 88.103 29.641 81.43 -16.796 3.79

位置 3 -15.960 -69.250 86.159 28.639 83.891 -21.549 6.50

位置 1 位置 2

优
化
前

优
化
后

位置 3

图10  3个位置的制孔情况

Fig.10  Drilling situation of three configurations
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（4）刚度最优姿态的选取对机

器人的加工精度与质量都会有有效

地提高，未来需要对机器人的加工方

向的刚度性能与加工工艺结合，研究

两者的关联机理，并探讨不同姿态的

机器人的运动效率，对机器人在高精

加工领域的推广应用具有重要的研

究意义与工程应用价值。
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A Robotic Configuration Optimization Method Based on Redundancy Freedom

JIAO Jiachen1, TIAN Wei1, SHI Zhanghu2, QIU Yanping3, MENG Hualin2, LIAO Wenhe1, ZHANG Lin1

(1. College of Mechanical and Electronic Engineering, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics,                             
Nanjing 210016, China;

2. Beijing Satellite Manufacturing Plant, Beijing 100080, China;
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[ABSTRACT]   Industrial robots have been wildly used in machining applications due to its high flexibility, high automa-
tion level and lowcost. However, the relatively low stiffness of robots seriously influences their machining accuracy and 
quality. This paper built a singularity measurement model of the robot posture under the constraint of joint-limits. Based on 
the robotic static stiffness model, a comprehensive robotic stiffness performance evaluation method was proposed. Finally, 
on the basis of redundant degree of freedom, an off-line machining configuration optimization method of six-revolute se-
rial robots was addressed, which far away from singularity and joint-limits meanwhile achieved the optimum stiffness. The 
method could improve robotic kinematics performance and machining quality effectively through machining experiment.
Keywords:  Industrial robot; Redundant degree of freedom; Singularity avoidance; Joint-limits avoidance; 
                    Stiffness performance� （责编　铃兰）


